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I

前言

本书采用 LATEX语言编写，使用 LuaLATEX在TexPage、GitHub Actions以及一台装有Tex Live
2021的 Android平板三个平台上完成编译（因此选用 LuaLATEX，此渲染引擎对系统字库要求较小，
便于在 Android设备中运行）。

本书在 GitHub上开源，GitHub项目链接:
https://github.com/GHe0000/GHe_Book

借助 GitHub Actions，每次在 GitHub上 Push都会自动进行 PDF的编译和发布，但此 PDF
经过校验，可能会有错误。你可以在此链接下载 GitHub Actions自动编译的最新版本：https://

ghe0000.github.io/GHe_Book/main.pdf

另外，本书还可以在我的 Blog 中下载，并且可以找到笔者编写的更多的笔记和文档：https:

//ghe0000.github.io/Cloud/notes

本书遵循 CC 4.0 BY-NC协议 1 共享，简而言之，您可以自由地：

• 共享 —— 在任何媒介以任何形式复制、发行本作品

• 演绎 —— 修改、转换或以本作品为基础进行创作

惟须遵守下列条件：

• 署名

• 非商业性使用

• 没有附加限制 —— 您不得限制其他人做许可协议允许的事情

本书自 2022年 11月 26日开始编写，至 2023年 3月 23日完稿第一版。书中总计超过 20000字，
包含 1000多个公式、符号。
当然，这本书仍旧有许多不足，如结论过少，图示不清晰、不详细，结论推导不详细，表述不

恰当，例题不足等等。书中原本设想会包含足够的例题，笔者很多有意思的想法也本想在书中分享。
只可惜时间不够、精力不足，目前只能以这一粗糙版本发布，望各位读者谅解。
最后，本书欢迎各位读者参与共同编写（新增内容可直接在GitHub上提交 PR，也可发至下文

的邮箱中，整理后会合并入本书，详情见GitHub项目链接），也欢迎各位读者询问本书的有关内容，
指出本书的问题、错误，提出本书的优化意见等。读者可以在 GitHub issue上提出反馈，也可发送
电子邮件至邮箱 guotao.he.0000@outlook.com

2020级 12班
Guotao He

2023年 3月 23日

1你可以在此找到该协议的完整描述：https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode.zh-Hans

https://github.com/GHe0000/GHe_Book
https://ghe0000.github.io/GHe_Book/main.pdf
https://ghe0000.github.io/GHe_Book/main.pdf
https://ghe0000.github.io/Cloud/notes
https://ghe0000.github.io/Cloud/notes
guotao.he.0000@outlook.com
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode.zh-Hans
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简介

本书以笔者较常用到的二级结论为主，将笔者本人对二级结论的一些想法整理成册。大部分二
级结论在老师的讲课中有所涉及，但也有一部分为很适合在高考中使用的物理竞赛中的定理和结论，
也包含部分笔者本人原创的定理和模型。

对于书中部分二级结论，笔者使用了部分竞赛的方法和结论进行简便的证明，若对于某些结论
的推导过程一时未能理解，可尝试用高中的方法进行重新推导。亦或者直接记住结论的使用条件和
结论，在题目中直接使用，大题中直接写“解得”。

本书中绝大部分二级结论，无非“等效”二字。高中物理的二级结论很多都是“等效”的想法，
转换视角，在另一个参考系考察物理过程，从整体入手解决问题，将陌生的问题等效成熟悉的模型。
如本书中所提及的“换系”、“等效源”等都是这种思想。读者在了解学习这些二级结论的过程中应
注意和体会这一思想，如此方能更好地使用这些二级结论，更好地解决新题型、新模型，达到事半
功倍的效果。

另外，本书中包含了一些笔者本人自己总结的二级结论，如“反冲运动能量变化”、“配速法与
粒子汇聚”、“横成横等于竖乘竖”等。读者也可尝试自己总结二级结论，加深对某一物理情形的理解。

本书带有自动生成的目录，读者可点击目录快速跳转至相应章节。

另外，本书还带有交叉引用，对于目录、脚注、章节（如“§2.8.3 约化质量”）、公式（如“式
(2.1)”）、定理（如“定理 2.9.5 柯尼希定理”）、定义（如“定义 2.9.2 质心系速度”）等包含有跳转链
接，一些 PDF阅读器会将其框出，读者可点击以快速跳转至相应内容。
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Chapter 1

高中物理常用数据及图像

§1.1 常用物理学常量

符号 名称 精确值 1 高中常用值
g 重力加速度 9.80665m/s2 10m/s2

G 引力常量 6.67384× 1011N ·m2/kg2 6.67× 10−11N ·m2/kg2

e 元电荷 1.602176565× 10−19C 1.6× 10−19C

k 静电力常量 8987551788N ·m2/C2 9× 109N ·m2/C2

c 真空中光速 299792458m/s 3× 108m/s

h 普朗克常数 6.62606957× 10−34J · s 6.63× 10−34J · s
atm 标准大气压 101325Pa 101kPa

1 精确值参考了 CODATA(2010)推荐值，可能跟高中课本有细微出入

§1.2 常用估计值

符号 名称 估计值 备注
Rearth 地球半径 6400km

ρearth 地球平均密度 5500kg/m3 水密度的 5.5倍
Rsync 同步卫星轨道半径 42240km 地球半径的 6.6倍
Um 220V 市电振幅 311V 311 ≈ 220

√
2

v1 第一宇宙速度 7.9km/s

v2 第二宇宙速度 11.2km/s 11.2 ≈ 7.9 ·
√
2

v3 第三宇宙速度 16.7km/s

T1 近地轨道周期 85min

TSS 空间站轨道周期 90min ISS和天宫均可用
RSS 空间站轨道距地面高度 400km ISS和天宫均可用

§1.3 常用换算

1.3.1 词头换算

名称 符号 数值 名称 符号 数值
吉 G 1G = 109 兆 M 1M = 106

千 k 1k = 103 毫 m 1m = 10−3

微 µ 1µ = 10−6 纳 n 1n = 10−9

皮 p 1p = 10−12 飞 f 1f = 10−15

1



2 CHAPTER 1 高中物理常用数据及图像

1.3.2 单位换算

单位 数值关系 单位 数值关系
米每秒 → 千米每小时 1m/s = 3.6km/h 千瓦时 → 焦耳 1kW · h = 3.6× 106J

电子伏特 → 焦耳 1eV = 1.6× 10−19J 电子伏特 → 千克 1 1eV =
16

9
× 10−36kg

原子质量单位 2→ 千克 1u = 1.66× 10−27kg 原子质量单位 → 电子伏特 1eV = 931.5MeV

帕斯卡 → 毫米汞柱 1kPa = 7.5mmHg 摄氏度 → 开尔文 t◦C = (t+ 273.15)K

1 根据质能方程 E = mc2换算，常用于计算质量亏损相关的问题，下同
2 定义 1u等于碳 12原子核质量的 1/12

§1.4 常用小量近似

考虑到 2022年全国甲卷压轴题需要使用小量近似，故在此给出高中中常见的小量近似（所有的
小量近似表达式都是将函数做 0处的泰勒（Taylor）展开，只保留前一阶项或者二阶项得来）

下面所有式子中，x � 1（即 x为小量）

• sinx ≈ tanx ≈ x

• cosx ≈ 1− x2

2

• (1 + x)n ≈ 1 + nx（n为常数）

• ln(x+ 1) ≈ x− x2

2

• ex ≈ 1 + x+
x2

2

后三项不太常用，考试中若出现一般也会给，可以不记忆。

§1.5 常用物理图像

1.5.1 等量同种电荷

下图中均取电荷 q = 1C，位于 (0.5m, 0)、(−0.5m, 0)



§1.5 常用物理图像 3

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

图 1.1: 电场线与等距等势面
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图 1.2: 电场场强与方向 1
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图 1.3: 沿 x轴电势（φ− x图）
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图 1.4: 沿 y轴电势（φ− y图）
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图 1.5: 沿 x轴 x方向电场（Ex − x图）
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图 1.6: 沿 y轴 y方向电场（Ey − y图）

1.5.2 等量异种电荷

下图中取电荷 q = 1C，位于 (−0.5m, 0)；电荷 q = −1C，位于 (0.5m, 0)

1箭头颜色表示场强，颜色越亮场强越大，下同
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图 1.7: 电场线与等距等势面
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图 1.8: 电场场强与方向
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图 1.9: 沿 x轴电势（φ− x图）
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图 1.10: 沿 y轴电势（φ− y图）
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图 1.11: 沿 x轴 x方向电场（Ex−x图）
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图 1.12: 沿 y轴 x方向电场（Ex−y图）
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1.5.3 磁场

图 1.13: 通电圆环磁场 2 图 1.14: 条形磁铁磁场 3

2图像原作者：S.M.Blinder 链接：https://demonstrations.wolfram.com/MagneticFieldOfACurrentLoop/，通过 CC BY-NC-SA
协议共享

3图像原作者：S.M.Blinder链接：https://demonstrations.wolfram.com/MagneticFieldOfACylindricalBarMagnet/，通过CC BY-
NC-SA协议共享

https://demonstrations.wolfram.com/MagneticFieldOfACurrentLoop/
https://demonstrations.wolfram.com/MagneticFieldOfACylindricalBarMagnet/


Chapter 2

力学

§2.1 等时圆

a

b

c

A

θ

B

C

θ

如左图，在竖直平面内，有一光滑斜面AB，其中B点在地面上固定，A点可在一圆上运动。设
AB与地面倾角为 θ。由于 A在圆上，取 C 使得 CB为直径，则 ∠CAB = 90◦，故 ∠ACB = θ。记
圆的半径为 R，若有一物体从 A点下滑至 B 点，则下滑距离 L为

L = 2R sin θ

沿斜面下滑的加速度为

a = g sin θ

故下滑用时为

T =

√
2L

a
=

√
4R

g

可以看到下滑时间与 θ无关，即右图中物体从 a、b、c三个斜面下滑用时相同，我们称图中的圆为
“等时圆”。

定理 2.1.1: 等时圆

物体从圆上任意一点沿斜面无摩擦自由运动到圆上最低点的时间都相等。
同理，物体从圆上最高点沿斜面无摩擦自由运动到圆上任意一点的时间都相等。

§2.2 等效重力场

若物体在空间中运动受到除重力外恒定不变的力，力的大小和方向不随着物体位置的变化而变
化（如匀强电场中带电小球所受到的电场力），或者存在恒定不变的加速度（如在加速的电梯中，加
速度车厢里），则可以将所受到的恒力产生的加速度或者该恒定不变的加速度的矢量取反后与重力
加速度合成成一个新的恒定不变的加速度，即“等效重力加速度”。

6



§2.2 等效重力场 7

aF =
F

m

g
g
′

图 2.1: 受到恒力

a

g
g
′

图 2.2: 存在恒加速

右图涉及到换系下加速度牵连，可参考“§2.8.1 速度及加速度牵连”，图中 a为绝对加速度，g′为牵
连加速度，g为相对加速度。

定义 2.2.1: 等效重力加速度

（1）若物体受到除重力外恒力 F，其对物体产生的加速度为 aF =
F

m
，则等效重力加速度为

g′ = g + aF

（2）若物体在地面系中存在恒定不变的加速度 a，则在一同相对地面加速的参考系中，等效
重力加速度 a 为 g′ = g − a

a此处为负号的原因可参考“§2.8.2 惯性力”，相当于将加速度等效成惯性力后转化为力平衡问题

引入等效重力场，我们便可以将一个复合场问题转化为一个单场问题从而运用重力场中运动的
结论，或者将一个存在加速的动力学问题转化为一个静力学问题从而进行受力分析，简化解题过程。

例 2.2.1: 2017·上海

一碗水置于火车车厢内的水平桌面上。当火车向右做匀减速运动时，水面形状接近于图（）

A B C D

由于火车向右减速运动，故存在向左的加速度，在火车
参考系中等效重力加速度如图所示，由于液面与等效重
力加速度垂直（参考现实中水面），故液面应如图中虚线
所示，故答案选 A

a

g
′ g

例 2.2.2: 2015·海南

如图所示，升降机内有固定斜面，斜面上放物块。开始时，升降机做匀速运动，物块相对于
斜面匀速下滑。当升降机加速上升时（）
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(A) 物块与斜面间的摩擦力减小

(B) 物块与斜面间的正压力增大

(C) 物块相对于斜面减速下滑

(D) 物块相对于斜面匀速下滑

a

对物块受力分析,升降机匀速时，列受力平衡：

N = mg cos θ, f = µN = mg sin θ

故解得匀速条件 µ = tan θ。
当升降机以加速度 a上升时，以升降机为参考系，等效
重力加速度 g′ = g+ a，将 g′替换上式 g，得到N 增大，
f 增大，由于前文解出匀速运动条件 µ = tan θ 与 g 无
关，则升降机加速后仍旧保持匀速运动，故选 BD。

G

f

θ

§2.3 类平抛与偏转角关系

若物体在空间中运动受到恒定不变的力，且该物体的初速度方向与所受力的方向垂直，则该物
体做类平抛运动（当只受重力作用时，便为经典的平抛运动），以运动初速度方向为 x轴，受力方向

为 y轴，建系。设运动初速度为 vx，运动时间为 t，加速度 a =
F

m
，则有

x = vxt

y =
1

2
at2

vy = at

(2.1)

记速度偏向角为 θv，位移偏向角为 θr，则有

θr

θv

tan θv =
vy
vx

, tan θr =
y

x
(2.2)

将式 (2.1)带入式 (2.2)，解得

tan θv = 2 tan θr (2.3)
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定理 2.3.1: 类平抛速度偏向角与位移偏向角关系

在类平抛运动中，记速度偏向角为 θv，位移偏向角为 θr，则有

tan θv = 2 tan θr

即速度偏向角正切值等于位移偏向角正切值二倍。

此定理可以在求解类平抛运动的问题中简化计算。如知道位移偏转角马上便可求出速度偏转角，
跳过联立求解的步骤，进而求出速度改变量，进一步求出运动时间等其他参量。

例 2.3.1: 练习题

如图所示，斜面固定在水平面上，两个小球分别从 0点正上方A、B两点向右水平抛出，B为
AO连线的中点，最后两球都垂直落在斜面上，A、B两球击中斜面位置到 0点的距离比为（）
(A)

√
2 : 1

(B) 2 : 1

(C) 4 :
√
2

(D) 4 : 1

B

A

O

由题可知，最后两球都垂直落在斜面上，两球速度偏转角 θv 相同，故两球位移偏转角 θr 相
同，故两球落点距 O点距离与 AO和 BO成比例，即 2:1，故选 B。

§2.4 摩擦角与全反力

若一物体放在粗糙水平面上，物体与水平面间摩擦系数为 µ，设水平面给该物体的支持力为N。
若该物体相对水平面发生滑动，则该物体受到的滑动摩擦为 µN。

f

N

θR

θR = arctan µ

定义 2.4.1: 摩擦角和全反力

如图所示，现在我们将该物体受到的支持力与摩擦力等效为一个力，我们称支持力与摩擦力
的合力为全反力，记为R。由图可见，若物体与地面发生相对滑动，则全反力的方向固定，记
θR 为全反力与竖直方向夹角。则

tan θR =
µN

N
= µ

即摩擦角的正切值等于摩擦系数。

巧妙运用全反力，可以将四力平衡简化为三力平衡，从而运用力的矢量三角形分析问题，从而
简化分析计算。具体操作见如下例题
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例 2.4.1: 练习题

如图，水平地面上有一木箱，木箱与地面间的动摩擦因数为 µ。现对木箱施加一拉力 F ,使木
箱做匀速直线运动。设 F 的方向与水平地面的夹角为 α,在 θ从 0◦逐渐增大到 90◦的过程中，
木箱的速度保持不变，则（）

(A) F 先减小后增大 (B) F 一直增大
(C) F 先增大后减小 (D) F 一直减小

α

F

由于木箱速度保持恒定不变，故木箱一直受力平衡。由
前文知，摩擦力 f 与压力N 的合力全反力 R方向恒定，
沿图中虚线方向。

θR

G

F

R

由于木箱受力平衡，故全反力R（替代了摩擦力 f 与压力N），重力G，拉力 F 三力平衡，原
本四力平衡问题化为三力平衡问题。由力的矢量三角形知，拉力 F 先减小，再增大，故选 A。

注 2.4.1: 思考

设上题木块质量为m，试用摩擦角和全反力求出 F 的最小值 Fmin和此时与地面夹角 α。

§2.5 整体牛二定律

对于一个系统，若该系统由 n个质点构成，外界对物体有力的作用（外力），质点之间也有力的
作用（内力），记第 i个质点的质量为mi，加速度为 ai，作用在第 i个质点的外力为 Fi，第 i个质
点对第 j 个质点的内力为 fij，则

F1 +
n∑

i=1

fi1 = m1a1

F2 +

n∑
i=1

fi2 = m2a2

...

Fn +
n∑

i=1

fin = mnan

注意到 fij = −fji，fii = 0对等式两边求和，得

F =
∑

Fi =
∑

miai

定理 2.5.1: 整体牛二定律

对于一个多质点系统，其所受合外力与各质点加速度满足

F =
∑

Fi =
∑

miai

其中第 i个质点的质量为mi，加速度为 ai。
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整体牛二定律可以帮助我们跳过繁琐的内力求解，运用整体法直接求出系统所受外力。具体见
如下例题

例 2.5.1: 练习题

一个箱子放在水平地面上，箱内有一固定的竖直杆，在
杆上套着一个环，箱与杆的质量为M ,环的质量为m。如
图所示。已知环沿杆以加速度 a匀加速下滑，则此时箱
对地面的压力大小为（）
(A) Mg −ma (B) Mg

(C) Mg +mg (D) Mg +mg −ma

M

m

a

取整体为研究对象，箱加速度为 0，环加速度为 a，设 N 为箱对地面压力，对整体列整体牛
二方程，得

Mg +mg −N = 0 +ma

解得 N = Mg +mg −ma，故选 D。

§2.6 图解旋转弹簧类问题

对于弹簧，有胡克定律 F = kx，其中 x为弹簧形变量，可以看到弹力与弹簧形变量成正比，故
如果我们能用图示表示出弹簧形变量，我们便可以半定量地画出弹力的大小和方向，从而便于我们
运用力的矢量三角形分析其他力的变化。

一个基本想法是，找到弹簧处于原长时候的位置，以旋转弹簧定点为圆心，原长为半径，画圆。
当弹簧不在原长时，作弹簧所在直线，交圆于一点，该点与弹簧动点距离即表征弹力大小。具体操
作参考下面例题。

例 2.6.1: 练习题

如图所示，A、B两物块始终静止在水平地面上，一轻质弹簧一端连接在竖直墙上 P点，另一
端与 A相连接，下列说法正确的是（）
(A) 如果 B对 A无摩擦力，则地面对 B也无摩擦力

(B) 如果 B对 A有向左的摩擦力，则地面对 B也有向
左的摩擦力

(C) P点缓慢下移过程中，B对 A的支持力一定减小

(D) P点缓慢下移过程中，地面对B的摩擦力一定增大

P

A

B

记 FBA 为 B对 A摩擦力,FAB 为 A对 B摩擦力，f 为地面对 B摩擦力。对 B受力分析，水
平方向有 FBA = FAB = f，f 与 FAB 方向相反。由牛顿第三定律 FBA与 FAB 大小相同方向
相反，故 FBA与 f 同向，AB正确。
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A

B

a

b

c

f

fy

fx

b

如图所示，由于题目中并未告诉我们弹簧原长位置，故我们随便假设一点 a为弹簧原长位置，
由于物块 A、B保持静止，弹簧另一端在竖直面上移动，故以 A中心为圆心，到 a距离为半
径，作圆。现取高于 a点的 b点分析，根据前文所述，我们可以画出弹力的示意图，并对其
进行分解，如图中小图所示。从 b下移到 a的过程中，由图可以看出，弹力 f 先减小在增大
（过 a点后增大），其分量 fx、fy 也先减小后增大（注意过 a点后两个分量方向与在 b点方向
相反)。
故我们可知，从 b到 c的过程中，地面对 B摩擦力 f 先减小后增大，地面对 B压力 N 一直
增大（fy 过 a点后反向）。
但原题中并未告知我们初始 P点在原长位置（a点）上方还是下方，故有多种可能，CD均错。
综上所述，选 AB。

§2.7 类抛体最远射程若干解法

在涉及到抛体运动或类抛体运动的最远射程问题时，在高中一般情况下会联立运动学方程求解
得出射程 L与抛射角 θ的函数关系，对其关于 θ求导并带入求得射程最值亦或者使用三角函数运算
运用三角函数的值域求解出射程最值。这两种方法或多或少都涉及到了较复杂的数学运算，在此介
绍两种方法，可以在不进行复杂的求导或三角函数运算下求解此类问题。

例 2.7.1: 自编题

θ
v

L

如图所示，现在假设在一个高为 h的平台上抛球，抛出的速度恒定为 v，抛射仰角为 θ，抛出
距离为 L，重力加速度竖直向下为 g，现试求出抛出距离最大值 Lmax以及此时抛射角 θ0.

由于无论落在何处，落点与抛点的高度差恒为 h，故落点速度恒为 v′ =
√
v2 + 2gh。我们可
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以绘出如下速度三角形

v

v
′

gt

θ

这个三角形的面积 S =
1

2
v cos θgt = 1

2
gL，可见，当三角形面积 S 最大时，L最大。三角形

两边 v、v′长度固定，当这两边相互垂直时，S 取得最大。故

Smax =
1

2
vv′ =

1

2
gLmax

解得 Lmax =
vv′

g
=

v
√
v2 + 2gh

g
，并且此时根据相似三角形可得 θ0 = arctan v

v′
=

arctan v√
v2 + 2gh

对于第二种解法，需要一个定理，如下

r

α α
ϕθ

v

对于任意抛体运动，记某时刻物体速度大小为 v，物体到焦点距离为 r，物体与焦点连线与水平
面夹角 ϕ，速度与水平面夹角 θ，由抛物线几何性质易知，抛物线切线（也就是速度的延长线）平分
物体与焦点连线与物体对准线所作垂线所形成的角，记平分后的两个角为 α，从该位置到抛物线顶
点的过程我们可以列如下方程。

θ + α = ϕ+ 2α =
π

2

r cosϕ = v cos θt

v sin θ = gt

联立上式，解得 v2 = 2gr。故

定理 2.7.1: 抛体运动速度与焦半径关系

对于任一抛体运动，任意时刻速度 v与该物体到焦点距离 r满足
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v2 = 2gr

对于竖直上抛，可以认为为焦准距为 0的抛物线，此时 r等于到顶点距离，上式便可从能量守
恒推出。

运用此定理，我们可以很快解出之前的问题。

例 2.7.2: 接上题，方法二

由于无论落在何处，落点与抛点的高度差恒为 h，故落点速度恒为 v′ =
√
v2 + 2gh。根据前

文定理，可知抛点到焦点距离为定值，落点到焦点距离也为定值。根据三角形两边之和大于
第三边知，当抛点，焦点，落点三点共线时，落点到抛点距离最远，此时 Lmax，故

Lmax =

√
1

4g2
(v2 + v′2)2 − h2 =

v
√
v2 + 2gh

g

此时列出运动学方程，可解出 θ0 = arctan v√
v2 + 2gh

我们不难发现，如果题目要求从某定点过另一定点，且已知这两点高度差（或者经过这两点的
速度的关系），求速度的最小值，那么均可以使用“定理 2.7.1 抛体运动速度与焦半径关系”快速解
决，运用此定理还可以解决方法一解决不了的问题，如下

例 2.7.3: 练习题（有删减）

α

v0

某同学设计了一款小游戏，在倾角为 θ = 30◦ 的斜面顶端 A安装一个玩具小枪，可以在竖直

面内沿各个方向射出速度大小均为 v0 =

√
3gL

2
的子弹，当子弹射出方向与斜面垂直时，子

弹落在斜面上离 A点距离为 L的 P点 (图中未画出)，不计空气阻力，重力加速度为 g,斜面
足够长，要使于弹落在斜面上时离 A点最远，子弹射出时的速度与斜面间的夹角应多大，最
远距离为多少？

设最远距离为 Lmax，则落点速度 v满足

1

2
mv20 +mgLmax sin 30◦ =

1

2
mv2

根据前文定理，易知当抛点，焦点，落点三点共线时，落点到抛点距离最远，故

2gLmax = v20 + v2

联立，带入 v0，解得 Lmax =
4v20
3g
。由运动学定理

2v0 sinα = g cos θt, Lmax =
1

2
g sin θt2 + v0t cos θ

解得 α = 30◦
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§2.8 换系

2.8.1 速度及加速度牵连

在高中，我们解题一般取地面参考系进行分析，但有时选取另一个参考系可以简化我们的分析
过程。

v

v′ ve

定理 2.8.1: 换系速度牵连

现在我们假设有一物体在空间中运动，在地面系中观察，其速度为 v，在一个相对地面以 ve

速度运动的惯性系中观察，其速度为 v′。则有如下速度牵连：

v = v′ + ve

我们称地面系中速度 v为绝对速度，新参考系中速度 v′为相对速度，参考系之间相对速度 ve

为牵连速度。则有

相对速度加牵连速度等于绝对速度

类比上式，我们可以得到在直线匀加速参考系中加速度牵连关系

定理 2.8.2: 换系加速度牵连

现在我们假设有一物体在空间中运动，在地面系中观察，其加速度为 a，在一个相对地面以
ae的加速度平动且没有转动的参考系中观察，其加速度为 a′。则有如下加速度牵连：

a = a′ + ae

例 2.8.1: 练习题

如图所示，河的宽度为 L。河水流速为 u，”。A、B两船均以静水中的速度 v同时渡河。出发
时两船相距 2L。A、B两船船头均与岸边成 60◦ 角，B恰好到达正对于出发点的 a点。则下
列判断正确的是（）

(A) A船正好也在 a点靠岸

(B) A船在 a点下游靠岸

(C) A、B两船到达对岸的时间相等

(D) A、B两船可能在未到达对岸前相遇

L

A B2L

u

a

A、B两船垂直于河岸的分速度均为 v sin 60◦，故两船到达对岸时间相同，均为 t =
L

v sin 60◦
，

C对。由于 B船到达正对于出发点的 a点，故 u = v cos 60◦ =
v

2
。以 B为参考，则 A船的速
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度为 u+ v cos 60◦ = v，走过的水平距离为 vt =
L

sin 60◦
=

2
√
3L

3
< 2L，故 A船无法与 B船

相遇，无法过 a点，因此 ABD错。综上所述，答案为 C。

2.8.2 惯性力

若物体相对地面存在一个加速度 a，则物体所受合外力 F 满足牛顿第二定理 F = ma，其中m

为物体质量。

定义 2.8.1: 惯性力

有一个质量为m的物体在地面系中以 a加速运动，在相对地面以加速度 a做变速运动的参考
系中，定义 fe = −ma为在加速参考系中该物体惯性力。则有 F + fe = 0（相当于在地面系
中列式后移项）。
注意惯性力 fe的方向与 a的方向相反。

惯性力的作用在于将一个动力学问题转化为一个静力学问题，从而可以使用矢量三角形等图解
方法进行分析，从从而简化解题过程。

2.8.3 约化质量

设在惯性系中有两个物体A、B，其质量分别为mA、mB，位矢分别为 rA、rB。该二体系统不受
外力，但之间有内力。设 A对 B的力为 FAB，B对 A的力为 FBA，由牛顿第三定律知 F = FAB =

−FBA。故有

aA =
d2rA
dt2

= mAFBA

aB =
d2rB
dt2

= mBFAB

现取物体 A为参考系，观察物体 B的运动，则有

d2(rB − rA)

dt2
=

FAB

mB

− FBA

mA

= (
1

mB

+
1

mA

)F

=
F

µ

其中 µ =
mAmB

mA +mB

为约化质量 1。

定义 2.8.2: 约化质量

在一个两体问题中，设这两个物体质量分别为mA、mB，则定义约化质量 µ为

µ =
mAmB

mA +mB

记忆方法为：“积”在“和”上飞（鸡在河上飞）

1有时“约化质量”也被称为“调和质量”、“折合质量”、“并联质量”。笔者青睐于称其为“调和质量”，因其反映了该质量的更本质的物
理意义与对称性，但为了与其他资料相同，还是称其为更广泛使用的“约化质量”。
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对于一个二体问题，我们可以用约化质量将一个两体问题转化为一个一体问题，从而简化分析
和计算。在高中最常见的二体问题便是双星运动

例 2.8.2: 自编题

在宇宙中存在一双星系统，两星质量分别为 m1、m2，间距为 L，绕着公共圆心以角速度 ω

旋转，试写出m1、m2、L、ω之间关系

两星之间吸引力为 F =
Gm1m2

L2

现取其中一星为参考系，观察另一星的运动，则有

F = µω2L

其中 µ =
m1m2

m1 +m2

，联立上面两式，解得

G(m1 +m2) = ω2L3 (2.8)

注 2.8.1: 易错提醒

约化质量只可在运动学分析中使用，不可在万有引力计算中使用。约化质量只是等效的质量，
并非实际的质量。

§2.9 质心系

2.9.1 质心

若一个系统由多个质点组成，其整个系统的质量可等效集中于一点，即质心。

定义 2.9.1: 质心

若各质点质量与坐标分别为m1、(x1, y1)，m2、(x2, y2)……mn、(xn, yn)，则质心位置为

xc =

∑
mixi∑
mi

, yc =

∑
miyi∑
mi

质心在物理中有很多应用，如如果重力场是匀强场（g为定值），则重心与质心重合，因此，重
力势能的变化可以利用质心来计算。

例 2.9.1: 练习题

如图所示，有一总质量为M = 1kg，总长度为 L = 1m的重绳，开始时有 L0 = 0.2m悬挂于
桌边，后由于微扰重绳向右滑落，当重绳左端到达桌沿时，求重绳速度。（忽略重绳与桌面摩
擦，桌子足够高以致重绳左端到达桌沿时右端未触地）
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如图所示，选取桌面为零势能面，向下为正方向，记线密度 λ =
M

L
= 1kg/m。

初态质心位置为

yc =
0 · λ(L− L0) +

L0

2
· λL0

M
= 0.02m

末态质心位置为

y′c =
L
2
· λL
M

= 0.5m

由能量守恒可得
1

2
Mv2 = Mg(y′c − yc)，解得 v =

4
√
15

5
m/s

y

Ep = 0

2.9.2 质心与系统总动量

质心还可用于求系统的总动量。由前文“定义 2.9.1质心”，两端求导，得到（mtot为系统总质量 2）

mtotvcx = mtot
dxc

dt
=

∑
mi

dxc

dt
=

∑
mivix

mtotvcy = mtot
dyc
dt

=
∑

mi
dyc
dt

=
∑

miviy

综上，有如下定理

定理 2.9.1: 质心与系统总动量

一个系统的总动量等于系统总质量乘上质心速度，即 p = mtotv

利用该定理，我们可以得到一个多星系统的很有用的结论

m1

m2

m3

定理 2.9.2: 相对静止多星系统的公共圆心

对于一个多星系统，若各星之间相对静止，
则该多星系统的公共圆心为该系统质心

对于如上定理，可用反证法证明，证明如下：

假定多星系统公共圆心不在质心处，则质心必定绕公共圆心做匀速圆周运动，那么根据之前的
定理系统，系统总动量等于系统总质量乘上质心速度，故系统总动量方向将一直在变化。而该多星
系统整体不受外力，因此系统总动量必须守恒，这与之前假设不符，故先前假设不成立，QED3。

在大多数解析中，此类题目采取的思路是作最一般的位置假设，然后列方程计算。此定理跳过
了繁琐的的方程求解，并令解题有了更强的方向性，不至于“无头苍蝇”。

2这里下标 tot为 total缩写
3QED为拉丁文 quod erat demonstrandum的缩写，意为“证毕”
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注 2.9.1: 易错提醒

在此特别提醒，万有引力计算绝不可以用质心，因为万有引力与距离关系不是一次函数关系，
而是平方反比关系。多星系统中某个天体向心力只能分别用万有引力定律计算相互之间引力，
再利用平行四边形法则合成力。

例 2.9.2: 练习题

由三颗星体构成的系统，忽略其他星体对它们的作用，存在着种运动形式：三颗星体在相互
之间的万有引力作用下，分别位于等边三角形的三个顶点上，绕某一共同的圆心 O在三角形
所在的平面内做相同角速度的圆周运动。若A星体的质量为 2m，B、C两星体的质量均为m,
三角形的边长为 a，求：

(1) A星体所受合力大小 FA；

(2) B星体所受合力大小 FB；

(3) C星体轨道半径 RC；

(4) 三星体做圆周运动周期 T。

(1) 如图所示，由万有引力公式 FBA = FCA =
2Gm2

a2
，合力

FA =
√
3FBA =

2
√
3Gm2

a2

(2) A对 B引力 FAB =
2Gm2

a2
，C对 B引力 FCB =

Gm2

a2
，

在矢量三角形中使用余弦定理，得

FB =
√
F 2
AB + F 2

CB − 2FAB · FCB cos 120◦ =

√
7Gm2

a2

A

B C

O

FBA FCA

FAB

FCB

FB

(3) B、C质心在 BC中点，等效质量为 2m，故三星系统质心在 A与 BC中点的连线的中点
（O点）上，故由几何关系

R2
C = (

1

2
·
√
3

2
a)2 + (

a

2
)2

解得 RC =

√
7

4
a

(4) 由对称性

FC = FB =

√
7Gm2

a2
= mω2RC

故 T =
2π

ω
= π

√
a3

Gm

若我们将系统看为整体，由动量定理，当且仅当这个整体受到外力时，系统总动量改变，因此有
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定理 2.9.3: 系统动量定理

对于一个质点系而言，只有合外力才会导致系统总动量发生变化，内力不影响系统总动量。

2.9.3 质心系 †4

若我们选取系统的质心为参考点建立参考系，则我们称此参考系为质心系（记为 CM系 5）。

定义 2.9.2: 质心系速度

根据前文“定义 2.9.1 质心”，将式子两端对时间求导，可得质心系的速度

vcx =

∑
mivix∑
mi

, vcy =

∑
miviy∑
mi

在质心系中，有如下性质

定理 2.9.4: 质心系系统动量

在质心系中，质心速度为 0，则根据“定理 2.9.1 质心与系统总动量”，系统总动量为 0，即质
心系下系统的总动量为零。写成矢量式为∑

mi · vci = 0 (2.10)

其中 vci为第 i个物体在质心系中速度。

2.9.4 质心系动能定理 †

如果系统只做平动，系统中质点各个部分的速度完全相同，则物体可视为质点，动能当然可以由
质心速度来计算。但当系统中质点有相对质心的运动时，则系统动能应由柯尼希（König）定理计算

定理 2.9.5: 柯尼希定理

若系统中有 n个质点，质点质量和相对质心速度分别为m1、vc1，m2、vc2……mn、vcn，则
体系总动能为

Etot =
1

2
mtotv

2
c +

∑ 1

2
miv

2
ci

其中mtot =
∑

mi为系统总质量，vc为质心速度。记
1

2
mtotv

2
c 为质心动能，

∑ 1

2
miv

2
ci为相

对质心动能。即系统总动能等于质心动能加上其他质点相对质心动能。

注 2.9.2: 易错提醒

根据柯尼希定理，由于系统总动能包含相对质心的动能这一项，故不可以用质心速度变化来
计算动能的变化量。

柯尼希定理证明如下：
4带“†”号的章节在高考中用处较少，可选择阅读此章节部分内容
5CM为 Center of Mass的缩写，意为“质心”
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在地面参考系中，质心速度为 vc，第 i个相对质心速度为 vci，根据前文速“§2.8.1 速度及加速
度牵连”，第 i个质点相对地面速度为

vi = vc + vci

则总动能

Etot =
∑ 1

2
mi v

2
i

=
∑ 1

2
miv

2
c +

∑ 1

2
miv

2
ci + vi ·

∑
mivci

=
1

2
mtotv

2
c +

∑ 1

2
miv

2
ci

v2
i = (vc + vci)

2 = v2
c + v2

ci + 2vc · vci

根据“定理 2.9.4 质心系系统动量”，此项恒等于 0

证毕，QED。
我们可以用此定理很快地得到完全非弹性碰撞损失能量公式。若两球发生完全非弹性碰撞，记

两球质量和初速分别为m1、v1，m2、v2。则根据“定义 2.9.2 质心系速度”，可得

vc =
m1v1 +m2v2
m1 +m2

两球相对质心速度分别为

vc1 = v1 − vc, vc2 = v2 − vc

由于系统动量守恒，故系统动量保持不变，质心动量保持不变，根据 p2 = 2mEk 知质心动能保
持不变。那么当相对质心速度均为 0时，相对质心动能为 0，此时系统总动能最小，两球共速（均为
质心速度），能量损失最大。那么此时损失的能量

∆E =
1

2
m1v

2
c1 +

1

2
m2v

2
c2

=
1

2
µ（v2 − v1）

2

=
1

2
µv2in

即完全非弹性碰撞的能量损失公式。故有如下定理

定理 2.9.6: 碰撞中能量损失最值

在两物体碰撞中，当碰撞为完全非弹性碰撞时，系统能量损失最大，为

∆Emax =
1

2
µv2in

其中 µ =
m1m2

m1 +m2

为约化质量（约化质量定义见“§2.8.3 约化质量”），vin 为两球相对接近

速度。

§2.10 恢复系数
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2.10.1 定义与基本性质

m1 m2 m1 m2

v1 v2 v′1 v′2

对于两个物体的碰撞过程，假设两物体质量为m1、m2初态时速度分别为 v1、v2（以向右为正
方向），末态时为 v′1、v′2

定义 2.10.1: 恢复系数

记两个物体接近时相对速度（接近速度）∆vin = v1−v2，分离时相对速度（分离速度）∆vout =

v′2 − v′1，则定义恢复系数

e =
∆vout
∆vin

即恢复系数等于分离速度除以接近速度。

现我们探讨不同情况下的恢复系数：

对于完全非弹性碰撞，碰撞后两物体共速，即分离速度 ∆vout = 0，故此时恢复系数 e = 0。

对于完全弹性碰撞，碰撞过程满足能量守恒和动量守恒，故有

1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 =

1

2
m1v

′
1
2
+

1

2
m2v

′
2
2 (2.13a)

m1v1 +m2v2 = m1v
′
1 +m2v

′
2 (2.13b)

化简式 (2.13a)，移项，展开，得

m1(v1 + v′1)(v1 − v′1) = m2(v2 + v′2)(v
′
2 − v2) (2.14)

将式 (2.14)除以移项后的式 (2.13b)，得 v1 + v′1 = v2 + v′2，即此时 e = 1。

定理 2.10.1: 完全弹性碰撞恢复系数

在完全弹性碰撞中，恢复系数 e = 1，即接近速度等于分离速度

对于非完全弹性碰撞，可以证明 0 < e < 1。

综上，我们可以用恢复系数表征不同碰撞类型，即：

• 完全非弹性碰撞：e = 0

• 非完全弹性碰撞：0 < e < 1

• 完全弹性碰撞：e = 1

2.10.2 完全弹性碰撞速度关系

对于完全弹性碰撞，恢复系数 e = 1，即 v1+ v′1 = v2+ v′2，将其与动量守恒联立m1v1+m2v2 =

m1v
′
1 +m2v

′
2，两个方程求解未知数，故有
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定理 2.10.2: 完全弹性碰撞速度关系

对于两个物体的碰撞过程，假设两物体质量为m1、m2 初态时速度分别为 v1、v2，末态时为
v′1、v′2，则有

v′1 =
m1 −m2

m1 +m2

v1 +
2m2

m1 +m2

v2 = 2vc − v1

v′2 =
m2 −m1

m1 +m2

v2 +
2m1

m1 +m2

v1 = 2vc − v2

其中 vc =
m1v1 +m2v2
m1 +m2

为质心速度（即完全非弹性碰撞后速度）。

2.10.3 恢复系数与能量关系

从前文中我们可以得知，对于完全弹性碰撞，恢复系数 e = 1，e = 1与能量守恒方程等价，可
以借此简化完全弹性碰撞的公式推导。这一性质还可以在如下题目中将较复杂的能量计算转换为相
对速度的计算，大大简化计算量。

例 2.10.1: 练习题

两球A、B在光滑水平线上沿同一直线，同一方向运动，mA = 1kg，mB = 2kg，vA = 6m/s，
vB = 2m/s。当球 A追上球 B并发生碰撞后，两球 A、B的速度可能是（取碰撞前两球运动
方向为正）
A.v′A = 5m/s，v′B = 2.5m/s B.v′A = 2m/s，v′B = 4m/s

C.v′A = −4m/s，v′B = 7m/s D.v′A = 7m/s，v′B = 1.5m/s

对于上面四个选项，其动量均为 10kg · m/s，故只能从能量和两球速度判断。由于碰撞后不
可能出现球 A、球 B速度同向且 A速度大于 B速度的情况，故选项 AD错误。由前文得知，
分离速度不大于接近速度。接近速度 vin = 4m/s，对于 B，分离速度 vout = 2m/s；对于 C，
分离速度 vout = 11m/s，大于接近速度。故 B对，C错。综上，选 B。

更进一步的，我们还可以求出 e与体系因碰撞损失能量 ∆E 的关系。

∆E =
1

2
m1v

′
1
2
+

1

2
m2v

′
2
2 − 1

2
m1v

2
1 −

1

2
m2v

2
2

0 = m1v
′
1 +m2v

′
2 −m1v1 −m2v2

e =
v′2 − v′1
v1 − v2

(2.15)

联立式 (2.15)，解得碰撞损失能量 ∆E 与 e的关系，如下

定理 2.10.3: 恢复系数与损失能量关系

碰撞损失能量 ∆E 与 e满足如下关系

∆E = (1− e2) · 1
2
µv2in = (1− e2)∆Emax

其中 µ =
m1m2

m1 +m2

为约化质量（约化质量定义见“§2.8.3约化质量”），接近速度 vin = v2−v1



24 CHAPTER 2 力学

注 2.10.1: 思考

此定理可以使用质心动能定理简便证明，试用质心动能定理证明该定理。

这个定理可以应用在如下模型之中

例 2.10.2: 自编题

现有一质量为M = 0.9kg 的物体静止在光滑水平面上，一质量为 m = 0.1kg 的子弹以速度
v = 100m/s打穿木块（忽略重力对子弹轨迹的偏移），穿出木块后木块速度为 vM = 1m/s，
试求子弹穿出木块后子弹速度 vm及整个系统发热 Q

先用动量守恒求出 vm：

mv = mvm +MvM

解的 vm = 91m/s。分离速度 vout = 91−1 = 90m/s，接近速度 vin = 100m/s因此 e =
90

100
=

0.9，套用结论，得

∆E = (1− 0.92) · 1
2

0.9× 0.1

0.9 + 0.1
· 1002 = 85.5J

当然，以上模型还可以扩展到其他情况，如对于穿出过程中子弹得到加速，系统总机械能增加
的情况，此时按照结论计算得到的 ∆E 为负值，即损失了负数的能量，即其绝对值为系统总机械能
增加值。但此情况出现很少，在此不再叙述。

§2.11 反冲运动能量变化

设在地面系中，有两个物体 A和 B，质量分别为mA、mB，开始时两物体粘连在一起在地面保
持静止。在某一时刻时，A、B之间的炸药爆炸，将 A、B炸分离。炸药释放的能量为∆E。根据动
量守恒，分离后 A、B 的动量相同，记为 ∆p。则由能量守恒分别有：

∆E =
∆p2

2mA

+
∆p2

2mB

根据前文定义，记 µ =
mAmB

mA +mB

为约化质量（约化质量定义见“§2.8.3 约化质量”），因此上式

可化简为

∆p2 = 2µ∆E

上面的式子可以推广到更广泛的情况。设在地面系中，有两个物体 A和 B，质量分别为 mA、
mB，开始时两物体粘连在一起，以速度 v0共同运动。在某一时刻时，A、B之间的炸药爆炸，将A、
B 炸分离。炸药释放的能量为 ∆E。设分离后物体 A、B 的速度为 vA、vB。由于动量守恒可得 A、
B 动量改变量相同，记为 ∆p。故

∆p = mA(v0 − vA) = mB(vB − v0)
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(v0 − vA)
2 =

∆p2

m2
A

, (vB − v0)
2 =

∆p2

m2
B

由“定理 2.9.5 柯尼希定理”可知，爆炸前由于两物体均没有相对质心运动，故系统动能为

E =
1

2
(mA +mB)v

2
0

爆炸后系统动能为

E′ =
1

2
(mA +mB)v

2
0 +

1

2
mA(v0 − vA)

2 +
1

2
mB(vB − v0)

2

故

∆E = E′ − E =
1

2
mA(v0 − vA)

2 +
1

2
mB(vB − v0)

2

将前文式子带入上式，化简，记 µ =
mAmB

mA +mB

为约化质量，得

∆p2 = 2µ∆E

定理 2.11.1: 反冲运动能量变化

若有两个物体 A和 B，质量分别为mA、mB，初始时两物体共速，之后由于其他形式能量转
化两物体分离，能量增加为 ∆E，则两物体动量改变量 ∆p满足

∆p2 = 2µ∆E

其中 µ =
mAmB

mA +mB

为约化质量（约化质量定义见“§2.8.3 约化质量”）。

注 2.11.1: 思考

此定理一个重要的前提是初始时两物体共速。试假设初始时两物体不共速，尝试按照上述步
骤进行推导，并说明若初始时两物体不共速时此定理不成立的原因。
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电磁学

注 3.0.1: 本章符号约定

在电学中，能量，电场，电势能，电动势在高中课本中均用符号 E 来表示，在遇到综合性问
题时可能会出现混淆，在未说明的情况下，按照如下符号规则进行区分：

• 能量使用符号 Ek0 来表示，英文下标代表能量类型 (k为动能，p为势能等)，以数学作
为下标区分不同量

• 电场使用符号 Ea来表示，以单独的小写英文作为下标

• 电势能使用 q∆ϕ或者 Ep0来表示（势能只有电势能时）

• 电动势使用英文 E的花体 E 表示 a

a此处电动势作此约定一方面为了便于区分，另一方面为了跟大学教材的符号约定相同

§3.1 杆切割磁场若干二级结论

此章节中二级结论比较基础且经常用到，在此仅给出简略的证明过程供记忆和查询使用，在此
不做过多介绍。

3.1.1 不涉及电容

R r

v

B

如图所示，杆长为L，电阻为 r，两根导轨电阻不计，中间用电阻R连接，磁场强度为B。记Rtot = R+r

为回路总电阻。

通过杆截面电荷量与杆动量变化关系
由 F = BIL两端同乘 ∆t可得安培力对杆的动量改变量 1 为 ∆p = F∆t = BIL∆t = BLq即

∆p = BLq (3.1)

注 3.1.1: 易错提醒

在使用 q = I∆t时，若电流 I 并非恒定不变，则 I 要取关于时间 t的平均值（不是有效值）Ī。

这里需要对平均值跟有效值进行区分：

• 平均值是电流 I 关于时间 t的平均值 Ī

1其实就是安培力对杆的冲量，但冲量符号 I 会与电流混淆，故在此用动量改变量描述

26
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• 有效值是电流的平方 I2关于时间 t的平均值 I2

这里需要注意，一般情况下，(Ī)2 6= I2，即电流平均值的平方不等于电流平方的平均值。

在高中物理中，平均值在力学，电磁学等都具有非常广泛的运用，对于一个平均值，我们必
须清楚地知道它是什么对什么（x还是 t）的平均值。切记不可将不同的平均值混为一谈。

回路中磁通量变化与回路电荷变化关系

由 E =
∆Φ

∆t
跟 I =

E

Rtot

可得

I =
∆Φ

Rtot∆t

两端同乘 ∆t，有 q = I∆t =
∆Φ

Rtot

，即

∆q =
∆Φ

Rtot

(3.2)

若回路是线圈之类的存在 n匝，则

∆q =
n∆Φ

Rtot

(3.3)

杆受到外力且达到平衡时外力与杆速度关系

R r
F

B

v

如图所示，杆长为 L，电阻为 r，两根导轨电阻不计，中间用电阻 R连接，磁场强度为 B，杆受到
大小为 F 的外力。记 Rtot = R+ r为回路总电阻。

由 E = BLv跟 E = IRtot得 I =
BLv

Rtot

，由受力平衡有 F = BIL =
B2L2v

Rtot

，即

F =
B2L2v

Rtot

(3.4)

3.1.2 涉及电容

电容所带电荷与电磁驱动的杆的最大速度

C r

B

v
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如图所示，杆长为 L，电阻为 r，两根导轨电阻不计，杆初速为 0，中间用电容 C 连接，初始时带有
电荷量 Q0，磁场强度为 B，设某时刻杆的速度为 v。
对于电容，有Q = CU，其中 U 为电容两端电压。当杆达到末速 vmax时，杆切割磁场产生的电

动势与电容两端电压相同，即 E = U 故

E = Blvmax =
Q

C
= U

从静止初态到 vmax的末态流经过杆的电荷 ∆q = Q0 −Q。
由前文式 (3.1)可得mvmax = Bl∆q，故有

Blvmax =
Q

C

∆q = Q0 −Q

mvmax = Bl∆q

(3.5)

联立式 (3.5)，解得

vmax =
BLQ0

m+ CB2L2
(3.6)

有电容时受外力杆加速度

C r
F

B

v

如图所示，杆长为 L，电阻为 r，两根导轨电阻不计，杆受到外力为 F，中间用电容 C 连接，初
始时所带有电荷量为 0，磁场强度为 B，设某时刻杆的速度为 v，加速度为 a。
取一个某时刻后微小时间 ∆t，则有

I =
∆Q

∆t
= C

∆U

∆t
= CBL

∆v

∆t
= CBLa

由受力分析得

F −BIL = ma

联立上面两式，解得

a =
F

m+ CB2L2
(3.7)

§3.2 “大内偏大，小外偏小”

3.2.1 含义

高中物理中测电阻或者电源内阻时判断电表内外接时常会教如下口诀“大内偏大，小外偏小”
（有时也简化为“内大大，外小小”），其含义如下所示：
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定理 3.2.1: “大内偏大，小外偏小”

A

V

A

V

首先我们先定义“内外接”。如图所示，电流表在被测元件与电压表回路之外，称为“外接”
（左图），电流表在被测元件与电压表回路之内，称为“内接”（右图）。
记待测元件阻值为 Rx，电压表内阻为 RV，电流表内阻为 RA。若 Rx >

√
RvRA（即“大电

阻”），则使用“内接”，测量值比准确值偏大。若 Rx <
√
RvRA（即“小电阻”），则使用“外

接”，测量值比准确值偏小。

注 3.2.1: 易错提醒

这里对于内外接判断需要注意电流表内外接与否取决于是否在被测元件与电压表回路之内，
对于测量电动势内阻，内外接的概念可能会有偏差，如下：

A

V

A

V

E r E r

由于我们这里要测量的值为电动势内阻，故在被测元件与电压表回路之外的电路为图中粗线
所示，因此在测量电动势时，左图为“内接”，右图为“外接”。

3.2.2 证明

“大内偏大，小外偏小”大多资料书并不会对此做解释和证明，只是填鸭子式蒙混过关。下面我
们给出此定理的详细证明。

“内接偏大、外接偏小”证明
对于“内接测量电阻偏大，外接测量电阻偏小”的证明，一个比较方便的方法是用等效电阻判

断。我们可以认为电表就是一个可以显示其电压或电流的电阻，因此对于内接法和外接法，我们可
以分别画出如下示意图（左图为外接法，右图为内接法）

A

V

Rx

RV

Rx RA

上图中，我们可以将在内测的电阻等效为一个电阻（如图中虚线所示），该电阻为实际上测量得
出的电阻，即电路实际上测量的是虚线内等效的电阻阻值。因此，设待测电阻阻值为 Rx，电压表内
阻 RV，电流表内阻 RA，内接法测量的阻值为 Rin，外接法测量的阻值为 Rout，则

Rout =
RV Rx

RV +Rx

< Rx, Rin = RA +Rx > Rx (3.8)
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即“内接偏大、外接偏小”，QED。

“大电阻选内接、小电阻选外接”证明
由前文可知内接时内阻测量偏大、外接内阻测量偏小。记∆Rin为内接时测量值与准确值偏差。

∆Rout为外接时测量值与准确值偏差。因此

∆Rin = RA +Rx −Rx = RA, ∆Rout = Rx −
RxRV

Rx +RV

=
R2

x

Rx +RV

由此我们可以看出，当 Rx 越大时，易证明 ∆Rout 单调递增，因此当 ∆Rout > ∆Rin 时，即电
阻足够大时，内接偏差小，选择内接；当 ∆Rout < ∆Rin 时，即电阻足够小时，外接偏差小，选择
外接，即“大电阻选内接、小电阻选外接”,QED。

大电阻、小电阻判断标准
现在我们计算大小电阻的判断标准。易知当 ∆Rin = ∆Rout时的 Rx为大小电阻分界线，故

RA =
R2

x

Rx +RV

R2
x

RV

= RA +Rx
RA

RV

这里有一个近似，一般而言电流表内阻 RA远小于电压表内阻 RV，故
RA

RV

约等于 0，这一项舍

掉，故

Rx =
√
RARV (3.9)

因此，若 Rx >
√
RARV，我们认为其为大电阻，选内接；若 Rx <

√
RARV，我们认为其为小

电阻，选外接；若 Rx =
√
RARV，内外接均可（虽然一般不会出现这种情况）。

注 3.2.2: 易错提醒

“大内偏大，小外偏小”一般用于在两个电表均未知其准确内阻时使用，或在两个电表均已知
其准确内阻时使用 a。若有一个电表准确内阻已知另一个未知，则可不遵循“大内偏大、小外
偏小”的原则选择内外接，而是将精确的电表放“外侧”，在之后的计算中通过已知的准确内
阻消除电表内阻的影响。对于不同的习题，应灵活运用。

a此时内外接其实均可，内外接都可以给分，但习题答案一般仍旧遵循“大内偏大，小外偏小”的原则给出解析

又有“大内偏大，小外偏小”定理几乎在任意一道电学实验题均可运用，且老师讲题时以及答
案一般会运用此方法给出详解。故在此不再给出例题。

§3.3 电源输出功率性质

现有一个电动势为 E、内阻为 r的电源，跟一个电阻为 R的可变电阻串联，现推导电源输出功
率功率与电阻阻值关系。

I =
E

r +R

P = I2R =
E 2R

(r +R)2
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上面 P =
E 2R

(r +R)2
中 P 关于 R的函数图像如下图所示（取 E = 1、r = 1）

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.12

0.14

0.16

0.18

0.20

0.22

0.24

可见存在 R，使得 P 取得最大值。对 P =
E 2R

(r +R)2
求导，得

P ′(R) =
E 2

(r +R)2
− 2RE 2

(r +R)3
=

E 2(r −R)

(r +R)3

可见，当 R = r时，P ′ = 0，此时 P 最大。由图可知，R越接近 r，电源输出功率 P 越大。并
且，若 P 已知，我们可以从 P 中反解出功率相同的两个 R的关系，化简得到

PR2 + (2rP − E 2)R+ Pr2 = 0

由韦达 (Vieta)定理：R的两根满足 R1R2 = r2,即 r =
√
R1R2，故

定理 3.3.1: 电源输出功率性质

当外电路总电阻 R等于电源内阻 r时，电源输出功率最大；
外电路总电阻 R越接近电源内阻 r，电源输出功率越大；
若两个不同的外电路总电阻对应同一电源输出功率，则这两个外电路总电阻满足 r =√
R1R2。

运用此定理，结合后文“§3.4 等效源”，我们可以很快地求出变化电阻的功率最大问题。

例 3.3.1: 练习题（有删减）

E,r

R0

R

如图所示，电源电动势 E = 2V，内阻 r = 1Ω，电阻 R0 = 2Ω，可变电阻 R可从 0Ω到 10Ω

内任意调节。问当可变电阻 R等于多少时，R上消耗功率最大，并求出最大消耗功率。

E,r

R0

R
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如图所示，根据后文“§3.4 等效源”，运用“定理 3.4.2 戴维宁定理”，将虚线内电路等效成新
的带有内阻的电源，记 E = E，则有

E ′ =
ER0

R0 + r
=

4

3
V, r′ =

R0r

R0 + r
=

2

3
Ω

根据前文电源输出功率性质的讨论，可知，当 R =
2

3
Ω 时，其功率最大。故最大功率值为

Pmax =
(E ′/2)2

r′
=

2

3
W

§3.4 等效源

3.4.1 电压源与电流源 †

在高中中，一个没有电阻的理想电源，其输出电压不随着外电路改变而改变，始终保持一个恒
定值，我们称此理想电源为理想电压源。
同样的，根据如上进行类比，若有这么一个理想电源，其输出的电流输出电压不随着外电路改

变而改变，始终保持一个恒定值，我们称此理想电源为理想电流源。
但在现实生活中，由于电源存在内阻，其输出电压或者电流会随着外电路变化而变化，故不存

在完全理想的电源。此时我们可以将理想电压源串联一个电阻组成包含内阻的电压源，将理想电流
源并联一个电阻组成包含内阻的电流源，即对于包含内阻的电压源与电流源，其等效的电路图如下
图所示

电压源 电流源

E r

r

I0

电压源中 E 为电源电动势，r为电源内阻；电流源中 I0 为理想电流源恒定输出电流，r为电源
内阻。

注 3.4.1: 符号约定

在本章中，为了突出内阻，如无说明，则电源内阻会在电源外画出，即将电源电动势和内阻
分开绘画

3.4.2 电压源与电流源间关系 †

电压源与电流源可以相互转化替代，记电压源电动势为 E，内阻为 rE，电流源中理想电流源输
出电流 I0，内阻 rI 现粗略推导两个相互等效的电压源与电流源间关系：

• 当两个电源短路时，由短路电流相等得 E

rE
= I0

• 当两个电源开路时，由开路电压相等得 I0rI = E
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由上面两个式子联立 2，解得 r = rE = rI、E = I0r，故有

定理 3.4.1: 电压源与电流源间关系

对于两个相互等效的电压源和电流源，满足

r = rE = rI , E = I0r

3.4.3 戴维宁定理与诺顿定理

对于一个复杂的电路网络，我们总可以将某个电阻或者某段电路外的其他电路等效为一个电压
源或电流源。现取如下电路：

E r

R1

R2

如果我们想将除了 R2外的电路等效为一个电压源，则我们可以使用戴维宁 3（Thevenin）定理
（又称等效电压源定理）

定理 3.4.2: 戴维宁定理

对于一个二端有源电路网络，若电路中只有线性元件 a，则我们可以将其等效为一个电压源，
其等效电动势等于两端的开路电压，等效内阻等于去除电动势后两端的电阻。
这里“二端有源电路网络”中所指的“网络”泛指电路中其中一部分，“有源”指这部分电路
中包含电源，“二端”指这段电路只有两个端口。对于下面的诺顿定理同理。

a这里线性元件一般指纯电阻，或稳定交流电下的电容和电感（他们在交流电下具有容抗和感抗，可等效为电阻（不考虑相位变
化情况下），但在高中一般不要求分析具有容抗和感抗的交流电路，故一般情况下只需考虑纯电阻，对于下文诺顿定理同理

对于上面的电路，以下标 eq4 代表等效的值，根据戴维宁定理有

E r

R1

R2

Eeq
req

R2

E r

R1

Eeq

r

R1

req

2这便是在绘制电压源和电流源内部等效示意图时不区分电压源电流源内阻统一用 r的原因
3有些教材又称其为戴维南定理
4equivalent的简写
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Eeq =
ER1

r +R1

req =
rR1

r +R1

同理，如果我们想将除了R2外的电路等效为一个电压源，则我们可以使用诺顿（Norton）定理
（又称等效电流源定理）

定理 3.4.3: 诺顿定理

对于一个二端有源电路网络，若电路中只有线性元件，则我们可以将其等效为一个电流源，其
等效理想电流源电流等于两端短路时电流，等效内阻等于去除电动势后两端的电阻。

对于上面的电路，以下标 eq代表等效的值，根据诺顿定理有

E r

R1

R2

req

R2

E r

R1

I0eq

r

R1

req

I0eq

I0eq =
E

r

req =
rR1

r +R1

注 3.4.2: 思考

试运用前文“定理 3.4.2 电压源与电流源间关系 †”证明戴维宁定理跟诺顿定理的等效性。

在高考中，戴维宁定理可以帮助我们快速分析出电学实验题中的误差，而诺顿定理在高考中运
用的较少，但为了论述的完整，故仍旧介绍了诺顿定理。一般而言能够熟练运用戴维宁定理即可。

3.4.4 等效源在电路分析中作用

在对闭合电路的一些具体问题的分析之中，运用等效源，通过将电源与电路中的某一部分看为
一个整体，将其等效为一个新的电源，可使问题的分析变得清晰，求解过程变得简单。

例 3.4.1: 自编题

试分别分析测量电池电动势时内接法和外接法测量值与实际值偏大还是偏小？

由于电表存在内阻，我们可以认为电表就是一个可以显示其电压或电流的电阻，将其分为理
想电表和内阻的串并联。由此易知，对于电压表，其可等效为内阻与理想电压表并联；对于
电流表，其可等效为内阻与理想电流表串联。
对于内接法，我们将影响测量的内侧的电流表进行等效，其电路图以及等效电路图如图所示：
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A

V

A

V

E ,r

R R

E ,r RA

将电源及其内阻和电流表内阻等效成新电源，则根据“定理 3.4.2 戴维宁定理”，新电源电动
势及内阻为

E ′ = E , r′ = r +RA

因此电动势测量值与真实值相等，内阻测量值比真实值偏大。
同理，对于外界法，我们将影响测量的内侧的电压表进行等效，其电路图及等效电路图如图
所示

A

V

A

V

E ,r

R

R

E ,r

RV

将电源及其内阻和电压表内阻等效成新电源，则根据“定理 3.4.2 戴维宁定理”，新电源电动
势及内阻为

E ′ =
ERV

RV + r
, r′ =

rRV

r +RV

因此电动势测量值比真实值偏小，内阻测量值比真实值偏小。

对于选择题，若遇到
∆U

∆I
且其对应的电阻正在变化，则一般情况下可以使用等效源进行等效，

其
∆U

∆I
等于新内阻。具体可见如下例题。

例 3.4.2: 练习题

A

V1

E,r

R1

V2

R2

如图所示的电路中，各电表为理想电表，电源内阻不能忽略，当可变电阻R2减小了∆R过程
中，设 V1、V2、A的读数分别是 U1、U2、I；V1、V2、A的读数的变化量分别为∆U1、∆U2、
∆I，则下列说法正确的是（）

(A) U2与 I 的比值减小，U2与 I 的乘积也一定减小

(B) U1与 I 的比值不变，U1与 I 的乘积也一定不变

(C) ∆U2与 ∆I 的比值等于 ∆U1与 ∆I 的比值
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(D) ∆U1与 ∆I 的比值等于任何时刻 U1与 I 的比值

R2变小，根据“串反并同”（见“§3.5“串反并同”及“广义串并联”判断”）知，U1增大，U2

减小，I 增大，故 U1与 I 乘积不为定值。选项 B错误。
将除了 R2外其他部分等效成新电源，则新电源 E ′ = E = E、r′ = r +R1。由“§3.3 电源输
出功率性质”知，R2越接近 r +R1，其功率越大。但体中并未知道初始时 R2阻值与 r +R1

关系，故无从判断 U2I 的变化趋势，故选项 A错误。
根据上面电路等效知，U2 相当于测等效后电源路端电压，I 相当于测电路电流，故

∆U2

∆I
=

r +R1，而
∆U1

∆I
= R1，故选项 C错误。

U1

I
=

∆U1

∆I
= R1，R1为定值，故选项 D正确。综上所述，答案为 D。

§3.5 “串反并同”及“广义串并联”判断

在电路分析中有这样一条实用的定理

定理 3.5.1: “串反并同”

在电源内阻不可忽略的情况下，若只有单个电阻变化，则与该电阻广义串联的电阻或电表（电
表本质上也是内阻，不过可以显示电学值而已），其电压、电流、功率的变化与电阻的变化相
反，即“串反”；与该电阻广义并联的电阻或电表，其电压、电流、功率的变化与电阻的变化
相同，即“并同”

这里需要对所谓的“广义串联”以及“广义并联”进行定义和解释说明。

定义 3.5.1: “广义串联”和“广义并联”

电路中若经过电阻 A的电流在一个完整回路内可以流过电阻 B，则这两电阻为等效串联。
电路中若经过电阻 A的电流在一个完整回路内不可能流过电阻 B，则这两电阻为等效并联。

上面的定理可能有些抽象，下面有一种可操作的方法，并不完全严谨，但在高中阶段绝大部分
可用。

E ,r

R1

R2

R3

R4

R5

如图所示，现有一如上较复杂的电路，对于 R1 和 R5，我们可以用一个经过电源的回路将这两
个电阻相连，若连接此两电阻可以经过电源，我们认为其为等效串联，如下左图所示。
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E ,r

R1

R2

R3

R4

R5

E ,r

R1

R2

R3

R4

R5

对于 R2 和 R5，我们不可能用一个经过电源的回路将这两个电阻相连，若连接此两电阻不可以
经过电源，我们认为其为等效并联，如上右图所示。5

如果对于两个电阻，有多种回路将这两个电阻相连，如下图所示，对于 R1 和 R5，可以绘出如
下两个回路将两个电阻相连，其中一个经过电源，另一个不经过电源。对于这个情况，只要有一个
回路经过了电源，那么就可以认为其为广义串联。

E ,r

R1

R2

R3

R4

R5

R6

E ,r

R1

R2

R3

R4

R5

R6

这里需要注意，串反并同存在使用条件，如下

注 3.5.1: 易错提醒

当且仅当电源存在内阻以及只有单个电阻变化时，才可以运用“串反并同”。

当然，根据前文“定理 3.4.2 戴维宁定理”，可以通过将不存在内阻的理想电压源跟外电路的电
阻等效成具有内阻的电源而使用串反并同，具体可见如下例题。

例 3.5.1: 2009·广东

E

S1
S2

R1

R2

R3

L1

L2

L3

如图所示，电动势为 E、内阻不计的电源与三个灯泡和三个电阻相接，只合上开关 S1，三个
灯泡都能正常工作，如果再合上 S2，则下列表述正确的是（）

(A) 电源输出功率减小

(B) L1上消耗的功率增大

(C) 通过 R1上的电流增大

(D) 通过 R3上的电流增大

5这里对于如电桥类问题并不适用，因为随着电桥某一桥臂电阻的改变，其经过中间的电阻的电流方向会发生改变，从而改变其等效串并
联关系。在此情况下只能根据前文“定义 3.5.1“广义串联”和“广义并联””分情况进行判断。
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闭合 S2，可以认为 S2所在支路电阻由无穷大变为 R2，电路总电阻 Rtot变小。注意到电源内

阻不计，故输出功率 P =
E 2

Rtot

变大（E = E，下同），A错误。

虽然电源内阻不计，但我们可以运用“§3.4 等效源”，将电动势 E 与 R1 等效成一个电动势
为 E，内阻为 R1的内阻，从而满足“串反并同”使用条件。

E

S1
S2

R1

R2

R3

L1

L2

L3

如图，当 S2所在支路电阻减小时，其各部分电压、电流变化根据“串反并同”如图所示。因
此 B、D错误，C正确。综上所述，答案为 C。

涉及到与电容器有关的电路问题时，我们可以把电容器当成一个理想的电压表，从而使用“串
反并同”。但需注意，电容器本质上是断路（在直流电路中），因此跟电容器处在同一支路中串联的
电阻改变并不影响电容器两端电压！具体可见如下例题。

例 3.5.2: 2014·天津

E,r

S

R1

R2

C

如图所示，电路中 R1、R2 均为可变电阻，电源内阻不能忽略。平行板电容器 C 的极板水平
放置。闭合电键 S，电路达到稳定时，带电油滴悬浮在两板之间静止不动。如果仅改变下列
某一个条件，油滴仍能静止不动的是（）
(A) 增大 R1的阻值 (B) 增大 R2的阻值 (C) 增大两板间的距离 (D) 断开电键 S

电阻R1与电容C等效并联，增大R1，则C两端电压增大，无法保持静止不动，选项A错误。
电阻 R2与电容 C 在同一支路上串联，故 R2的变化不影响电容 C 两端电压，选项 B正确。
增大两板间距离，两板间电压不变，增大距离，电场减弱，无法保持静止不动，选项 C错误。
断开 S，电容两端形成回路放电，无法保持静止不动，选项 D错误。综上所述，答案为 B。

这里需要注意，对于分压接法的滑动电阻器，分析滑动电阻器的移动时不可直接使用“串反并
同”，我们可以将滑动变阻器分成两部分，其中一部分与子电路并联，另一部分与前面并联的部分串
联，当移动滑动变阻器时，其并联的电阻跟串联的电阻均发生了变化，存在多个电阻变化，违反了
“串反并同”的适用条件，故不可直接使用“串反并同”。但我们可以借助“§3.4.2 戴维宁定理”对子
电路进行分析，从而把两个回路建立联系，绕过滑动变阻器进行分析。

当然，更方便的方法是将滑动变阻器及其整个子电路等效成一个电阻，从而使用“串反并同”。
我们可以把滑动变阻器分成串联部分和并联部分，若有且只有滑动变阻器发生了变化，则滑动变阻
器以及整个子电路电阻变化跟串联电阻相同。
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具体操作见下面例题。

例 3.5.3: 自编题

E ,r

R1

R2

A

R

如图所示电路，内阻不可忽略。现将滑动变阻器 R的滑片下移，试分析 R1、R2 两端电压以
及电流表 A的示数 IA变化。

滑片下移，R分出的电压更大，即对于子电路而言，电阻 R2两端电压增加，电流增加。故通
过滑动变阻器 R的电流增加，滑动变阻器以及子电路等效的电阻减小。由串反并同知 R1 两
端电压增大，电流表 A示数变大。
当然，由于只有滑动变阻器发生了改变，滑片下移，R分出的电压更大，即对于子电路而言，
电阻 R2两端电压增加，电流增加。滑片下移，其串联部分电阻减小，滑动变阻器以及子电路
电阻减小，由串反并同知 R1两端电压增大，电流表 A示数变大。

§3.6 变压器等效

对于变压器问题，一般的方法是对变压器两端列电压方程，再在两个回路中列电学方程，联立
求解，这种方法一般会涉及到较多方程的联立，对于选择题等分析判断并不方便，并且有时也不利
于运用上文的“串反并同”（见“§3.5“串反并同”及“广义串并联”判断”）。因此，可以通过变压
器等效，将其中一个回路等效到另一个回路，从而将一个涉及变压器的双回路问题简化为单回路问
题，从而便于运用“串反并同”，简化分析过程，加快计算。

注 3.6.1: 符号约定

对于本章节，以下标 L代表左边的回路的物理量，下标 R代表右边的回路的物理量。推导出
的结论均把下标为 L的物理量放等号左边，下标为 R的物理量放右边，这样记忆时只需记忆
是正比还是反比即可，更方便。
在下文中，我们将电动势所在的回路上的线圈称为“主线圈”，其回路为“主线圈所在回路”。
反之将另一个回路上的线圈称为“从线圈”，其所在回路为“从线圈所在回路”。

3.6.1 变压器电流关系

对于理想变压器，我们有如下关系

UL

nL

=
UR

nR

, PL = ULIL = URIR = PR

两式相除，得

nLIL = nRIR (3.13)



40 CHAPTER 3 电磁学

nL

IL

nR1

IR1

nRn

IRn

同理，若存在多个副线圈（如上图），以下标 R1, R2, · · · , Rn表示右侧不同副线圈物理量，则

UL

nL

=
UR1

nR1

= · · · = URn

IRn

(3.14a)

PL = ULIL = UR1IR1+ · · ·+ URnIRn =
∑

URiIRi =
∑

PRi (3.14b)

用式 (3.14a)带入式 (3.14b)，化简得

nLIL = nR1IR1 + · · ·+ nRn + IRn =
∑

nRiIRi (3.15)

式 (3.13)、式 (3.15)即为变压器电流关系。

3.6.2 变压器等效电阻

将变压器电压关系
UL

nL

=
UR

nR

与电流关系（式 (3.13)）相除，可得

n2
L

RL

=
n2
R

RR

(3.16)

同理，对于多个副线圈的情况，可得

n2
L

RL

=
n2
R1

RR1

+ · · ·+ n2
Rn

RRn

=
∑ n2

Ri

RRi

(3.17)

式 (3.16)、式 (3.17)即为变压器电阻等效公式。

nL nR

R1R2 R2 R
′
1

对于上面的公式的应用需要解释说明，如图，若想将左图电路等效成右图电路，那么我们要将
左图电路中右边的回路等效到左边的回路,从右向左等效，即用右侧物理量解出左侧等效的物理量，
由式 (3.16)可知

R′
1 = RL =

n2
L

n2
R

RR =
n2
L

n2
R

R1

注 3.6.2: 思考

对于存在多个副线圈的情况，有变压器电压关系、变压器电流关系以及变压器等效电阻公式

UL

nL

=
UR1

nR1

= · · · = URn

nRn
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nLIL = nR1IR1 + · · ·+ nRnIRn =
∑

nRiIRi

n2
L

RL

=
n2
R1

RR1

+ · · ·+ n2
Rn

RRn

=
∑ n2

Ri

RRi

此形式与并联电路下电压、电路、等效电阻公式相类似

UL = UR1 = · · · = URn

IL = IR1 + · · ·+ IRn =
∑

IRi

1

RL

=
1

RR1

+ · · ·+ 1

RRn

=
∑ 1

RRi

思考两者之间在物理上有什么相似性

对于理想变压器，忽略磁损，我们可以注意到，穿过每一个线圈的磁通量相同，其变化率也
相同，而感应电动势正比于线圈匝数和磁通量变化率，类似于并联电路下不同支路两端电压
相同，只是多了一个线圈匝数项而已。因此两者在公式形式上相似，在物理情形上也具有一
定相似性。

3.6.3 变压器等效电源

nL nR

R1 R1

EL

rRrL

ER

对于有些电路，其副线圈所在电路较为复杂，故我们可以将主线圈所在的回路等效进从线圈。主
线圈等效回路总可以等效成电动势为 EL，内阻为 rL的电动势，则根据前文“定理 3.4.2 戴维宁定理
”，当从线圈两端开路时，根据变压器电压关系，可以算出等效的电动势满足

EL

nL

=
ER

nR

即与电动势电压关系相同（根据戴维宁定理，等效电源电动势等于开路时电压，故电动势等效
关系形式上同变压器电压关系）

根据前文变压器等效电阻关系，结合戴维宁定理，可得

n2
L

rL
=

n2
R

rR

即与变压器等效电阻形式相同（根据戴维宁定理，等效电源内阻等于去除电动势后两端阻值，故
电源内阻等效关系形式上同变压器等效电阻关系）

§3.7 “均方根值”速求有效值

在高中，电压和电流的有效值的计算一般而言先假设一电阻，求出一端时间后该电阻发热，再
假设其等效的电压或电流值，计算该电阻在相同时间内的发热，两者相等，联立消去假设的电阻和
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时间，求解出等效电压或者电流值。这个方法准确的描述了有效值的定义，但并不利于计算。运用
均方根值 6 以及正弦波与方波的等效可以便捷地求出高中内任意波形的有效值。

定义 3.7.1: 均方根值

对于一组数 x1、x2 ... xi以及其对应的权重 a1、a2 ... ai，其均方根值 a 为

xrms =
√∑

aix2
i =

√
a1 · x2

1 + a2 · x2
2 + · · ·+ ai · x2

i

arms为均方根值缩写。对于均方根值严格的定义为在一个周期内，xrms =

√
1

T

∫ T

0

f(t)dt，若 f(t)对应方波，则可得到离

散的上式；对于正弦波的处理，见下文

现在我们来证明均方根值便是有效值 7

现在假设一个均为方波的电压周期内，其电压 Ui占时间 ti，假设这一电压加在某一电阻 R上，
则其一个周期内发热为

Q =
∑ U2

i

R
ti

现在假设其等效电压为 Ueq，加在电阻 R上一个周期的时间，则其发热为

Q =
U2

eq

R
(
∑

ti)

上面两式相等，记一个周期时间 T =
∑

ti，ai为电压 Ui在周期内占比，则有

U2
eq =

∑ U2
i ti
T

=
∑

aiU
2
i

故电压的有效值为电压的均方根值。对于电流同理。

定理 3.7.1: 正弦式交流电有效值

对于正弦式交流电，其等效值为峰值的
1√
2
倍

对于上述结论，高中课本并未给出证明，但可以通过积分证明上述关系，如下

设有一正弦式电压 U = U0 sin(
2π

T
· t)其中 T 为该正弦交流电周期，U0为该正弦式交流电振幅。

将其通在阻值为 R的电阻上一个周期，则其发热为

Q =

∫ T

0

1

R
U2

0 sin2(
2π

T
· t)dt = U2

0

R

T

2π

∫ 2π

0

sin2 θdθ =
U2

0T

2R

现在假设其等效电压为 Ueq，加在电阻 R上一个周期的时间，则其发热为

Q =
U2

eqT

R

上面两式相等，则有 Ueq =
U0√
2
。上述推到对于电流同理，即正弦式交流电等效值为峰值的

1√
2

倍，QED。
6“均方根值”本质上跟数学上的“幂平均值”相同，但在电学分析中一般称其为“均方根值”
7其实均方根值的定义便是根据有效值而来，与其称其为证明不如称其为验证
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定理 3.7.2: 正弦交流电等效方波

对于正弦式交流电，由于
U2

0

2
· t = U2

eq ·
t

2
，因此对于一个持续时间为 t、峰值为 U0正弦式交

流电，其可以用一个电压为 U0，持续时间为
t

2
的恒定方波替代（电流同理）a。

a这里要求该正弦式交流电满足
T

4
的整数倍，在高中阶段大多满足。由于不满足此条件超出了高中阶段能求解的范围，故笔者

目前仍未见到不能运用此方法等效的高中题目。但为了严谨起见，仍旧在此说明一下

t

U

U0

t

U

U0

t1 t2 t1 t2

运用以上方法，我们可以快速计算高中范围内所能见到的电压和电流的有效值，具体操作见下
面例题。

例 3.7.1: 自编题

现有一交流电，其单个周期内波形如图所示，求该交流电有效值

t/s

U/V

1V

1 2

−2V

1.50.5

首先，我们先把正弦波等效为方波，根据前文“定理 3.7.2 正弦交流电等效方波”，有

t/s

U/V

1V

1 2

−2V

1.50.5

t/s

U/V

1V

1 2

−2V

1.50.5

因此，我们可以看到，等效后整个波形由两个电压组成，1V 电压持续了 1s，占了整个波形的
1

2
。而 2V 电压（计算有效值时我们不考虑正负）持续了 0.5s，占了整个波形的

1

4
。因此，由

均方根值计算公式，有

Ueq =

√
1

2
× 12 +

1

4
× 22 =

√
6

2

此方法熟练后，如果题目数据设置比较易算，我们可以直接口算出有效值。
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§3.8 正则动量

x

y

v
B

vx

Fy F

如图所示，在垂直纸面向外的磁场 B 中有一个质量为m，电荷为 q的带正电荷粒子初始时以速度 v

沿着 y轴运动。由洛伦兹力得

Fy = Bqvx

上式中 Fy方向为沿着 y轴负方向（略去了仅代表方向的负号，只考虑大小），上式两端乘∆t，得

∆Py = Fy∆t = Bqvx∆t = Bq∆x

定理 3.8.1: 正则动量

粒子在 x方向上的位移 ∆x与在 y方向上的动量改变量 ∆Py 满足

∆Py = Bq∆x

其中 ∆Py 的方向遵循左手定则 a。
a这里是化简的写法，在大学物理中，电磁场中正则动量为 P̂ = mv + qA，其中A为磁矢势。正则动量在磁场中守恒。对于

前文所提匀强磁场，P̂y = mvy + Bqx，初末态 P̂ 相等，化简得出上式。也因此此方法其实就是正则动量守恒

这里我们可以举一个我们再熟悉不过的例子验证此式子的正确。我们知道，带电粒子只受磁场
力且在垂直磁场平面运动时为圆周运动，满足

Bqv = m
v2

R

当粒子运动了
1

4
圆周时，其 y方向动量改变 ∆Py，因此由正则动量守恒，有

∆x =
∆Py

Bq
=

mv

Bq

可以看到就是我们所熟悉的粒子运动半径 R，由图示可知 ∆x确实等于 R。

§3.9 “同吸反斥”

A B

F

I

A B

F

I

对于两根通电导线，若两根导线电流方向相反，如左图所示，根据安培定则以及右手螺旋定则，
则两根导线相互排斥；同理，若两根导线电流方向相同，则两根导线相互吸引。
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定理 3.9.1: “同吸反斥”

电流总有趋向于同向的趋势，同向电流相互吸引，反向电流相互排斥，即“同吸反斥”。

此定理可以和楞次定律的“增反减同”、“来拒去留”、“增缩减扩”一同记忆，在解决电磁感应
下导线受力问题时常常能极大简化分析，具体操作见如下例题。

§3.10 电磁场换系

B

v

+

−

B

v

+

−

E

如图左图所示，若在一个大小为 B 的匀强磁场中存在一根长为 L的金属杆以速度 v 切割磁感
线，那么金属杆两端的电动势为 E = BLv；但我们还可以在另一个参考系考虑这个问题。如右图所
示，我们以金属杆为参照选取参考系，那么在新参考系中，金属杆速度为 0，而磁场以速度 v向左运
动。由于改变参考系不应改变杆两端的电势差，故我们可以认为在新参考系中存在一个方向向上的
电场 E，其电场大小满足 EL = BLv，即 E = Bv，方向可用左图由右手定则判断（跟判断动生电动
势相同，但将电流当成电场，电流方向即电场方向。当然也可以用后面的“§3.12 通用“左手定则”
* 8”或者下文的叉乘式（式 (3.18)）判断方向）。
故我们可以得到电磁场换系的变换关系

定理 3.10.1: 电磁场换系

若在参考系 S 中存在匀强磁场 B（为讨论方便，取原电场为 0），现有新参考系 S′ 相对旧参
考系 S 以速度 v运动，在新参考系 S′中，其等效的磁场 B′，电场 E′满足

B′ = B, E′ = Bv

其中 E′方向可在 S 系中由右手定则确定。

注 3.10.1: 更严谨的推导（超纲）

对于上文电磁场换系，其本质上是电磁场的相对论变换，其需要竞赛的一些知识，在此不做
介绍，感兴趣的同学可自行搜索有关内容。以下给出其简略推导过程

电磁场满足洛伦兹变换，从 S 系变换到 S′系满足

E′ = γ(E − v ×B), B′ = γ(B +
v ×E

c2
), γ =

1√
1− ( v

c
)2

其中 γ 为洛伦兹因子，“×”为叉乘（见“定义 3.12.1 叉乘”）。在低速中 (v � c)，γ = 1，

8带“*”号为娱乐章节，仅介绍一下笔者一些自认为有意思的想法，可选择不读
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(v ×E)/c2 = 0，故上式化简为

E′ = E − v ×B, B′ = B

取原电场场强为 0，由叉乘的反交换律 (3.12.1)，得

E′ = B × v, B′ = B (3.18)

即前文公式的矢量式。

§3.11 配速法

3.11.1 分解速度角度介绍“配速法”

何为“配速法”？配速法其实就是将原来速度分解，给物体配一个速度 v，使得这个速度所产生
的洛伦兹力与题中的重力或者电场力（视情况而定）抵消，对应的，这时还会剩下一个速度 v′，这
时等效于只受到一个洛伦兹力，而不再是重力或者电场力加上洛伦兹力，从而降低分析难度。

B

mg

我们先来分析如下情境。如图，一个带点小球位于坐标原点，其质量为m，电荷量为 q,位于磁
场强度为 B 的水平磁场中，初速度为 0，试分析其运动。

我们可以对运动进行如下分解：

v1 v2

首先我们对初速度（这里初速度为 0）进行平行四边形分解，由于初始时速度为 0，故我们可以
分解成两个等大反向的速度（即 v1 和 v2 等大反向）。v1 和 v2 在磁场中分别产生洛伦兹力，且物体
受到的总的洛伦兹力可以表示为 v1、v2分别产生的洛伦兹力的矢量合成。其中，我们希望 v2产生的
洛伦兹力可以抵消重力，故

v2 =
mg

Bq

则 v2引起的运动为向右的匀速直线运动。由于 v1和 v2等大反向，故 v1 = v2（只考虑大小，不考虑
方向）。由于 v2产生的洛伦兹力抵消了重力，那么分析 v1造成的运动时可不考虑重力，故 v1会使得
物体做圆周运动，其半径为

R =
mv1
Bq

=
m2g

B2q2

物体实际的运动为 v2 引起的向右匀速直线运动和 v1 引起的逆时针圆周运动的合成，实际轨迹见下
图（取 R = 1，v1 = v2 = 1）

4 6 8 10 12

-2.0
-1.5
-1.0
-0.5
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3.11.2 电磁场换系角度介绍“配速法”

借助前文“§3.10电磁场换系”，我们可以从另一个角度分析配速法。考虑同样的情景，如图，一
个带点小球位于坐标原点，其质量为 m，电荷量为 q,位于磁场强度为 B 的水平磁场中，初速度为
0，试分析其运动。

B

mg

S

B

mg

S
′

E
′

如图，我们记相对地面静止的参考系为 S 系，由于 S 系中物体受到重力和磁场力，运动较难分
析，故我们考虑选取一个新的参考系 S′，使得在 S′ 中存在一个方向向上的电场 E′，与重力 mg 抵
消，使得在 S′系中物体做匀速圆周运动。（见“§3.10 电磁场换系”）
在 S′系中，由于电场力与重力抵消，故E′q = mg。根据“定理 3.10.1电磁场换系”，有E′ = Bv，

故 S′系相对 S 系以速度 v =
mg

Bq
向右运动。

由于 S′系相对 S系以速度 v向右运动，初始时物体相对 S系速度为 0，根据“§2.8.1 速度及加
速度牵连”，在 S′系中，初始时物体速度 v′ = 0− v = −mg

Bq
，负号代表方向向左。根据前文物体在

S′系中做匀速圆周运动，故圆周运动半径为（计算时忽略了 v′的负号，只考虑大小）

R =
mv′

Bq
=

m2g

B2q

根据“§2.8.1 速度及加速度牵连”，物体在 S系中的运动为物体在 S′系的运动与 S′系相对 S系
运动的叠加，故物体实际的运动为 S′ 系相对 S 系运动引起的以速度 v向右匀速直线运动和在 S′ 系
运动引起的半径为 R的逆时针圆周运动的合成。

3.11.3 配速法与粒子汇聚

注 3.11.1: 注意

这里所讲与一般所讲的圆形磁场的“磁汇聚”并不相同，此模型笔者在写此章节时没有在任
何参考书中见过，考的可能性也不大，但由于较有意思，故在此介绍。

B

m

E

v

如图所示，在如图所示复合场中，原点处有一个粒子源，向外发射质量为m，带电量为 q的粒
子，初速度为 v，方向任意。根据前文“配速法”，我们可知任意粒子运动为向右匀速直线运动 v′跟
匀速圆周运动叠加而成。由前文易知，向右匀速直线运动 v′满足（注意，前面除磁场外的力为重力，
这里为电场力）

v′ =
E

B
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由于磁场中匀速圆周运动周期 T =
2πm

Bq
与速度无关，故无论粒子初速度大小和方向，其分运

动中的匀速圆周运动周期 T 相同，在 nT 的时间后回到原处（n ∈ N+）9，此时，分运动中的匀速向
右运动经过的路程为

x = v′ · nT = n · 2πmE

B2q

可以看到此路程与粒子初速度大小和方向无关，因此，在经过 nT 的时间后，粒子分运动中匀

速向右运动距离相同，圆周运动均回到原处，故粒子会汇聚在 n · 2πmE

B2q
处，与粒子初速度大小和

方向无关。

§3.12 通用“左手定则” * 10

注 3.12.1: 警告

此章节为娱乐章节，仅介绍一下笔者一些自认为有意思的想法，如读者感到疑惑或者已有自
己习惯，用不习惯此方法，大可将此章节直接抛掉。

在高中阶段，我们有描述安培力和洛伦兹力方向的“左手定则”，也有描述动生电动势方向的
“右手定则”。有时我们会搞混“左手定则”和“右手定则”，造成方向的误判。故笔者提出一种新的
通用的“左手定则”，均使用左手来判断上述三种情况的方向。相比原本的两个定则，笔者认为这个
新的方法更不容易出错，并且在做题中更方便。

首先，我们要引入叉乘的概念

定义 3.12.1: 叉乘

叉乘 a 是两个向量之间的运算，两个向量的叉乘得到的还是向量，向量 a 与向量 b 的叉乘
记为 a× b

叉乘的模 两向量叉乘得到的向量的模长满足

|a× b| = |a||b| sin θ

其中 θ为向量 a与向量 b的夹角，可以看到对于叉乘的模长与我们所熟悉的点乘相比只需要
将点乘的 cos θ替换为 sin θ即可 b。

叉乘的方向 记 c = a× b，则 c与 a和 b所在平面垂直，且满足“右手定则”，即伸开右手，
使得拇指与其余四个手指垂直，且与手掌在同一平面内，让四指先指向第一个向量（a），后
弯向第二个向量（b），此时拇指所在方向即为叉乘方向（c）。

叉乘的反交换律 叉乘有如下所示的重要性质，可通过右手定则验证

a× b = −b× a

9N+ 为非零实数集
10带“*”号为娱乐章节，仅介绍一下笔者一些自认为有意思的想法，可选择不读
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a又称为外积、向量积、叉积
b此时你可以注意到叉乘模长的运算形式与安培力、洛伦兹力、动生电动势的式子形式相似

图 3.1: 右手定制判断叉乘方向 10

对于安培力、洛伦兹力、动生电动势，其矢量式分别为

F = IL×B, F = qv ×B, E = (v ×B) ·L

上式中L的方向定义为导线中电流的方向。对于第三个式子，若只考虑 v×B与L平行的情况
（高中中绝大多数都是这种情况），结合前文提到的叉乘的反交换律，则上面三式可改写为

F = −IB ×L, F = −qB × v, E = L|(−B)× v|

从上面三式可以看出，其都为B叉乘其他矢量的结构（提出负号），且被叉乘的矢量为“原因”，
得到的量为“结果”。而前面的负号可以通过将“右手定则”改为“左手定则”而自动加上。因此，
我们可以得到如下的新“左手定则”

定理 3.12.1: 通用“左手定则”

类似前文提到的“右手定则”，伸开左手，使得拇指与其余四个手指垂直，且与手掌在同一平
面内，让四指先指向磁场方向，后弯向“因”，此时拇指所在方向即为“果”。
这里需要对上面的“原因”和“结果”进一步说明：

• 安培力 因为有电流，故产生了安培力。电流为“因”，安培力为“果”

• 洛伦兹力 因为有速度，产生了电流 a，故产生了洛伦兹力。电流为“因”，洛伦兹力为
“果”

• 动生电动势 因为有速度，故产生了电流 b。速度为“因”，电动势为“果”
a正电荷电流方向跟运动方向相同，负电荷相反
b这里电流为电源内部电流，故电流流向电源正极，即拇指方向指向电源正极

可见，运用此方法，我们可以将安培力、洛伦兹力、动生电动势方向均可以使用通用“左手定
则”判断。且还有一个好处，运用此方法，我们不需要想象磁场线在垂直手掌方向的分量，磁场与
“因”的方向可以不是 90◦，而是任意度数（只有弯手掌时不弯 90◦即可）

10截图自视频 https://b23.tv/gvNiqfm

https://b23.tv/gvNiqfm


Chapter 4

波动与光学

§4.1 参考圆

4.1.1 定义

简谐振动中，物体的位移 x满足正弦规律变化 1，即 x = A sin(ωt + ϕ)，其中，A被称之为振

幅，ω =
2π

T
被称之为频率，(ωt+ϕ)称之为相位（其随时间而变化），而 t = 0时 的相位我们称其为

初相。

对于一个简谐振动，我们总可以认为其为半径为 A、角速度为 ω的匀速圆周运动在 x轴或者 y

轴上的投影，我们将这个投影后为所需的简谐振动的圆称为参考圆。

ωt + ϕ

运动学角度理解参考圆

如图所示，参考圆上某点在 t时刻与 x正方向的角度为 ωt+ ϕ，其投影为

x = A sin(ωt+ ϕ)

可以看出，此投影的运动满足正弦规律变化，为简谐运动。

动力学角度理解参考圆

如图所示，参考圆上某点在 t时刻与 x正方向的角度为 ωt+ ϕ，其投影为

x = A sin(ωt+ ϕ)

对 x关于时间求一阶导和二阶导，得到其速度，加速度为

v = x′(t) = Aω cos(ωt+ ϕ), a = v′(t) = −Aω2 sin(ωt+ ϕ)

由 F = ma，有

F = −mAω2 sin(ωt+ ϕ) = −mω2x

可以看到，上式满足 F = −kx（其中 k为常数）的关系，故此运动为简谐运动

1这里我们不区分所谓的“正弦式变化”、“余弦式变化”，本质上只是后文提及的初相不同而已
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4.1.2 波动中各质点参考圆关系

v

∆ϕ

A A

B
B

如图所示，现有一简谐波沿 x方向传播，上面有质点 A和质点 B。质点 A和质点 B 在各自的
位置做简谐振动，由于 A和 B 的简谐振动振幅相同，周期相同，我们可以把 A和 B 用同一个参考
圆表示。

由于质点 A比 B平衡位置更靠近波源，故质点 A比质点 B“超前”（这里“超前”指质点 A比
质点 B在同一时刻相对 x轴正半轴转动角度更大，反之为“滞后”），且 A和 B的夹角∆ϕ为定值，
可以认为 ∠AOB恒定不变且绕 O点旋转，其两边与圆的交点分别对应 A和 B此时在参考圆上的位
置。此方法对于某些题目有时能让我们更容易理解和解答。

4.1.3 振动的叠加与参考圆叠加

A

B

如图所示，现有两个参考圆，分别对应 x轴的两个简谐振动，若这两个简谐运动叠加可得到一
个新的运动，此运动可以等效为这两个参考圆首尾相连后末端 A点在 x轴方向的投影的运动。此方
法在考试中很少碰到，在此不做过多介绍。

§4.2 “同侧法”判断波动方向

一简谐波的波形图（y− x图）如上图所示，上有一质点，判断波的传播方向或该质点此时的运
动方向有如下简便的方法。

定理 4.2.1: “同侧法”判断波动方向

任取一个非顶点的质点，左右传播方向和该质点运动方向成一个九十度角。如图所示可以用
两个剪头分别表示出来。在波形图中，这两个箭头一定是在波的同侧出现。
运用此方法，知道波的振动方向或某时刻质点的运动方向，便可快速判读出另一个方向。
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§4.3 “旋转法”判断干涉平面凸起还是凹下

A B

C

如右图所示，现用一块平整的玻璃板 AC 与待测板 AB 形成一劈尖，并用激光照射，其干涉图
样如左图所示，现判断待测板存在凸起还是凹陷。
对于这类题目，我们可以想象将干涉条纹“叠加”到劈尖上，并“旋转”劈尖使得尖端指向自

己，如图所示。

A

B

C

观察方向

在进行这样的想象后，若干涉条纹向下凹，则待测板凹陷，反之若干涉条纹向上凸，则待测板
凸起。此过程非常直观，劈尖摆放向左或向右均可使用，可快速判断此类问题。

注 4.3.1: 易错提醒

一般而言，题目中倾斜放置的是标准板，而水平放置的是待测板，且一般从上方向下观察条
纹。目前笔者并未见到其他情形的题目，但若出现除上述情形之外的情形，则需要具体问题
具体讨论。笔者并未验证过其他情况的正确性。

条纹的弯曲本质上是光程差的偏大或偏小，或许可以总结出条纹弯曲与光程差偏大或偏小的
更通用的结论，读者可以自行总结和探讨。

§4.4 双缝干涉 ——“横乘横等于竖乘竖”

L

d
x

d
θ

θ

∆l

如图，一个间距为 d的双缝，离光屏距离为 L，干涉条纹间距为∆x，光的波长为 λ。由于光屏
比较远（即满足 L � d），则可以近似认为从双缝发出的光到光屏上同一点的光线互相平行。
记到某一点的两束光光程差为 ∆l，第 n条亮条纹离光屏上的等光程点距离为 xn（根据前文近

似条件，这里取下面的缝发出光线垂直于光屏时的位置为等光程点 2。）由几何关系，有

∆l = d sin θ
2当然这里也可以取上面的缝对应在光屏上的点或者两缝中点对应在光屏上的点，由于 d为小量，可以略去不同取法的差别
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xn = L tan θ

由于亮条纹光程差满足 ∆l = nλ（n ∈ N+），故

xn = L tan θ ≈ L sin θ =
L∆l

d
=

nλL

d

θ为小量时，θ ≈ sin θ ≈ tan θ(见“§1.4 常用小量近似”)

因此，两条亮条纹之间间距 ∆x = xn − xn−1 =
λL

d
，故

定理 4.4.1: 双缝干涉 ——“横乘横等于竖乘竖”

在双缝干涉中，干涉条纹间距 ∆x、双缝距离 d、缝与光屏距离 L、光的波长 λ满足

Lλ = d∆x

记忆方法为“横乘横等于竖乘竖”（光为横波，故光的波长记为“横”，乘上“横的距离”（即
为 L，在示意图中它是“横着的”），等于两个“竖的距离”相乘（即为 d和∆x，在示意图中
它是“竖着的”））
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